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LE THE´ORE`ME DE PE´RIODICITE´ EN K-THE´ORIE
HERMITIENNE
Max Karoubi
La pe´riodicite´ de Bott joue un roˆle primordial en K-the´orie topologique. Elle
est d’ailleurs lie´e intimement au the´ore`me d’Atiyah-Singer et plus ge´ne´ralement a`
la ge´ome´trie non commutative. Dans deux articles pre´ce´dents [K1] et [K2], nous
avons de´montre´ l’analogue de ce the´ore`me en K-the´orie hermitienne pour des an-
neaux discrets avec (anti)involution a 7→a, sous l’hypothe`se qu’il existe un e´le´ment
λ du centre de A tel que λ+λ = 1 (on dit alors que 1 est scinde´ dans A). Si l’anneau
est commutatif et muni de l’involution triviale, ceci introduit l’hypothe`se que 2 est
inversible dans A.
Si cette dernie`re hypothe`se est anodine pour les alge`bres de Banach, il n’en est pas
de meˆme pour des anneaux importants comme l’anneau de groupe Zpi, ou` pi est
un groupe discret. Une difficulte´ rencontre´e pour l’e´tude de ce type d’anneau est la
divergence entre les notions de forme quadratique et de forme hermitienne. Dans
cet article, nous de´veloppons une the´orie qui de´passe cette dichotomie et qui est
de´ja` pre´sente dans le travail fondamental de Ranicki [R]. Graˆce a` cette the´orie le
the´ore`me de pe´riodicite´ peut eˆtre de´montre´ pour tout anneau. Nous montrons par
exemple que les groupes de Witt supe´rieurs d’un corps fini de caracte´ristique 2 sont
tous isomorphes a` Z/2 (exemple 5.14).
Les me´thodes de cet article sont beaucoup inspire´es de celles de [K1] et [K2] que
nous adaptons a` notre propos, ce qui nous permet d’eˆtre relativement bref pour
certaines de´monstrations. Un autre ingre´dient essentiel est un cup-produit entre
formes quadratiques de´fini par Clauwens [C] . Celui-ci permet de de´finir le mor-
phisme de pe´riodicite´ dans le cas ge´ne´ral. L’article de Clauwens ayant e´te´ e´crit dans
un contexte diffe´rent, nous reprenons dans un appendice les lemmes essentiels dont
nous avons besoin pour nos de´monstrations.
Re´sumons brie`vement les diffe´rentes parties de cet article
(1) Description de diffe´rents types de formes hermitiennes. Apre`s des
rappels sur les de´finitions classiques utilise´es, nous introduisons un nou-
veau type de groupe orthogonal, dit “e´largi” : cf. 1.6/7. Si 1 est scinde´ dans
A, celui-ci co¨ıncide avec le groupe orthogonal sur l’anneau des nombres
duaux associe´ a` A, soit A[e]/e2, note´ simplement A(e) dans la suite de
l’article.
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(2) Les groupes de Grothendieck et Bass en K−the´orie hermitienne.
Nous montrons comment les the´ore`mes principaux en K−the´orie hermi-
tienne restent valables dans le cas “e´largi”. Nous pre´cisons aussi les nota-
tions utilise´es, en suivant partiellement la terminologie du livre de Bak [?].
Par exemple, la notation “L” , utilise´e en [K1] et [K2], est abandonne´e
et remplace´e par la notation “KQ” , pour e´viter toute ambigu¨ite´ avec les
groupes de chirurgie.
(3) Les groupes εKQn(A) pour n > 0 et n < 0. Les de´finitions essentielles
sont contenues dans ce paragraphe, en utilisant des ide´es bien connues en
K−the´orie alge´brique. Le the´ore`me 3.2 permet de comparer les the´ories
“max” et “min”, suivant la terminologie de Bak. Nous montrons aussi
comment les techniques de Quillen se transcrivent dans notre situation en
une description plus ge´ome´trique des e´le´ments de εKQn(A).
(4) Cup-produits enK−the´orie hermitienne. Le cup-produit de Clau-
wens. Le cup-produit en K−the´orie hermitienne est de´fini a` l’aide de sa
description en termes de fibre´s plats. Un cup-produit plus subtil, duˆ es-
sentiellement a` Clauwens, est de´fini en 4.3 (cf. aussi l’appendice). Nous
montrons comment tous ces produits sont relie´s entre eux dans le the´ore`me
4.7.
(5) Le the´ore`me fondamental de la K−the´orie hermitienne pour des
anneaux arbitraires.Dans ce paragraphe, nous ge´ne´ralisons les re´sultats
principaux de [K1] et [K2] (cf. le the´ore`me 5.2 et la remarque 5.11). La
relation avec les groupes de Witt est faite dans le the´ore`me 5.10.
(6) Les groupes de Witt stabilise´s. En utilisant les re´sultats pre´ce´dents,
nous introduisons une the´orie nouvelle de groupes de Witt “stabilise´s”
ge´ne´ralisant ceux de´finis en [K4]. Ses proprie´te´s fondamentales sont de´crites
en 6.1. Une ge´ne´ralisation dans le cadre des sche´mas a e´te´ propose´e par
M. Schlichting [S] en supposant 2 inversible.
(7) Appendice. Les lemmes de Clauwens.
Remerciements. Ce travail a e´te´ essentiellement accompli pendant le pro-
gramme the´matique sur la the´orie de l’homotopie en 2007, organise´ au Fields Ins-
titute a` Toronto. Je remercie e´galement A. Ranicki pour avoir attire´ mon attention
sur l’article de Clauwens [C], J. Berrick pour la de´monstration du lemme 4 en ap-
pendice, plus simple que le lemme original de Clauwens, ainsi que M. Schlichting
pour des commentaires pertinents apre`s une premie`re version de ce texte.
1. Description des diffe´rents types de formes hermitiennes et
quadratiques.
1.1. Soit A un anneau muni d’une (anti)involution a 7→a (on dit alors que A
est un anneau hermitien) et soit1 ε = ±1 . Nous de´signons par P(A) la cate´gorie
des A−modules (a` droite) qui sont projectifs de type fini (les morphismes e´tant
restreints aux isomorphismes). Si E est un objet de P(A), son dual E∗ est le groupe
forme´ des applications additives f : E → A telles que f(xλ) = λf(x), ou` λ ∈ A et
1On pourrait choisir plus ge´ne´ralement un e´le´ment ε du centre deA tel que εε = 1. Cependant,
on se rame`ne a` ce cas en remplac¸ant A par M2(A), l’alge`bre des matrices 2× 2 a` coefficients dans
A, munie d’une involution ade´quate (cf. 1.10).
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x ∈ E. C’est en fait un objet de P(A), la structure deA-module a` droite e´tant de´finie
par la formule (f.λ)(x) = f(x)λ . Le module E et son bidual E∗∗ sont isomorphes
canoniquement graˆce a` la correspondance x7→(f 7→f(x)). Nous identifierons E a` E∗∗
par cet isomorphisme. Par ailleurs, si f : E → F est un morphisme dans P(A), son
transpose´ tf : F ∗ → E∗ est de´fini par la formule classique t(f)(g) = g.f et on a
t(tf) = f , compte tenu des isomorphismes canoniques entre les modules E, F et
leurs biduaux respectifs.
1.2. Nous de´finissons une forme ε-hermitienne sur E comme un morphisme
φ : E → E∗ tel que tφ = εφ, ou` tφ : (E∗)∗ ∼= E → E∗. La forme φ est dite “non
de´ge´ne´re´e” si c’est un isomorphisme. Il convient de remarquer que la donne´e de φ
e´quivaut a` celle d’une application Z−biline´aire
χ : E × E → A
telle que χ(xλ, yµ) = λχ(x, y)µ si λ et µ ∈ A, x et y ∈ E. La correspondance est
donne´e par la formule classique suivante
χ(x, y) = φ(y)(x)
La condition de ε-symetrie (tφ = εφ) se traduit par l’identite´
χ(y, x) = εχ(x, y)
Dans cet article, les formes hermitiennes φ qui nous inte´ressent sont paires : elles
s’e´crivent sous la forme
φ = φ0 + ε
tφ0
Il convient de noter que φ0 n’est pas de´termine´ par cette formule. Si φ1 est un autre
choix et si pose γ = φ0 − φ1, on a
tγ = −εγ.
1.3. Les formes hermitiennes paires sont les objets d’une cate´gorie note´e2
εQ
max(A), de´finie de la manie`re suivante : un morphisme
(E, φ)→ (F, ψ)
est un isomorphisme f entre les A-modules sous-jacents tel que le diagramme sui-
vant commute
E
φ

f // F
ψ

E∗ F ∗
tf
oo
1.4. De manie`re paralle`le, en suivant Tits [T] et Wall [W], on de´finit une
forme ε-quadratique non de´ge´ne´re´e sur E comme une classe de morphismes
φ0 : E → E
∗
tels que φ0+ε
tφ0 = φ soit une forme hermitienne non de´ge´ne´re´e. Plus pre´cise´ment,
la classe de φ0 est de´finie modulo l’addition par un morphisme du type
tγ − εγ.
Les formes ε-quadratiques sont aussi les objets d’une cate´gorie note´e3 εQ
min(A).
Un morphisme
(E, φ0)→ (F, ψ0)
2 En suivant la terminologie de Bak [?].
3cf. la note pre´ce´dente.
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est un isomorphisme f entre les A-modules sous-jacents tel qu’il existe γ, morphisme
de E dans E∗, ve´rifiant l’identite´
tf.ψ0.f = φ0 + γ − ε
tγ (S)
1.5. Remarques. Si A est un corps muni de l’involution triviale, il est facile
de voir que la cate´gorie des 1-formes quadratiques est e´quivalente a` la cate´gorie
usuelle : il suffit de poser
q(x) = φ0(x)(x)
Cette remarque justifie la de´finition abstraite introduite dans 1.3.
Par ailleurs, si 1 est scinde´ dans A (cf. l’introduction), la cate´gorie des modules
ε-hermitiens est e´quivalente a` celle des modules ε-quadratiques : avec les de´finitions
ci-dessus il suffit de poser γ = λ(tf.ψ0.f − φ0). Ce cas se pre´sente notamment si 2
est inversible dans A.
1.6. Nous allons maintenant introduire une troisie`me cate´gorie qui jouera un
roˆle important dans notre travail et qui sera note´e Qe´l(A) (“e´l” pour “e´largi” ; cf. la
fin de 1.7). Les objets sont quasiment les meˆmes que ceux de la cate´gorie εQ
min(A)
pre´ce´dente, sauf que l’on conside`re les φ0 comme donne´s dans la structure (on ne
conside`re pas seulement les classes de tels φ0). Un morphisme de (E, φ0) vers (F, ψ0)
est de´fini par un couple (f, γ), tel que l’identite´ (S) ci-dessus soit satisfaite. La loi
de composition des morphismes s’explicite ainsi
(f, γ).(g, ζ) = (f.g, ζ + tg.γ.g) (C)
ce qui est cohe´rent avec l’identite´ (S).
1.7. Il est instructif de de´crire plus pre´cise´ment le groupe des automorphismes
d’un objet dans chacune des trois cate´gories. Si (E, φ) est un objet de εQ
max(A),
le groupe unitaire εO
max(E, φ) est de´fini par des isomorphismes f : E → E tels
que
tf.φ.f = φ
Si on note f∗ = φ−1.tf.φ l’ope´rateur adjoint de f , il revient au meˆme d’e´crire
f∗.f = IdE (ou f.f
∗ = IdE)
Le groupe orthogonal εO
min(E, φ0) est de´fini par des isomorphismes f : E → E
tels qu’il existe γ, morphisme de E dans E∗, ve´rifiant l’identite´
tf.φ0.f = φ0 + γ − ε
tγ (E)
Il est clair que εO
min(E, φ0) est un sous-groupe de εO
max(E, φ) pour φ = φ0+ ε
tφ0,
la forme hermitienne associe´e a` φ0. Il est facile de voir que les groupes εO
max(E, φ)
et εO
min(E, φ0) co¨ıncident si 1 est scinde´ dans A.
Finalement, le groupe orthogonal e´largi εO
e´l(E, φ0) est de´fini par des couples
(f, γ) ve´rifiant l’identite´ (E) ci-dessus. La loi de composition est donne´e par l’iden-
tite´ (C) e´crite aussi plus haut. On a un e´pimorphisme
εO
e´l(E, φ0)→ εO
min(E, φ0)
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dont le noyau est e´gal au groupe abe´lien εS(E) forme´ des morphismes γ : E → E
∗
tels que tγ = εγ. Nous obtenons ainsi une extension de groupes non triviale en
ge´ne´ral
1 // εS(E) // εOe´l(E, φ0) // εO
min(E, φ0) // 1
Celle-ci justifie la terminologie adopte´e de “groupe orthogonal e´largi”.
Pour les calculs, il est commode d’identifier E a` son dual par la forme hermi-
tienne φ associe´e a` φ0. Le morphisme γ est alors remplace´ par un endomorphisme
u = φ−1γ de E. On peut de meˆme remplacer φ0 par ψ = φ
−1φ0. On a alors
ψ∗ = φ−1.tψ.φ = φ−1(tφ0.εφ
−1.φ) = φ−1(φ−φ0) = 1−ψ. La relation (E) ci-dessus
s’e´crit alors f∗.ψ.f = ψ + u − u∗ ou encore f−1.ψ.f = ψ + u − u∗ puisque f est
unitaire.
Graˆce a` cette traduction, la loi de composition dans εO
e´l(E, φ0) s’e´crit simplement
(f, u).(g, v) = (f.g, v + g∗.u.g) = (f.g, v + g−1.u.g)
Le noyau εS(E) de l’homomorphisme surjectif εO
e´l(E, φ0) → εO
min(E, φ0) s’iden-
tifie a` l’ensemble des morphismes auto-adjoints de E, note´ simplement S(E). L’ex-
tension pre´ce´dente s’e´crit alors de manie`re e´quivalente
1→ S(E) // εOe´l(E) // εO
min(E) // 1
Dans cette extension, le groupe εO
min(E) ope`re a` droite sur S(E) par la formule
suivante :
(u, g)7→g−1.u.g
1.8. Si 1 est scinde´ dans A, on peut de´finir une section s de cette extension
en posant
s(g) = (g, λ(g∗.ψ.g − ψ)) = (g, λ(g−1.ψ.g − ψ))
Il en re´sulte que le groupe orthogonal e´largi s’identifie au produit semi-direct du
groupe orthogonal εO(E) par le groupe additif S(E), graˆce a` l’action de´finie ci-
dessus. Une autre fac¸on de voir les choses est d’introduire l’anneau des nombres
duaux A(e) avec e2 = 0 et e = −e puis d’e´tendre les scalaires a` A(e). Nous savons
de´ja` que le groupe orthogonal εO
min(E) s’identifie au groupe unitaire εO
max(E).
Par ailleurs l’e´pimorphisme
Omax(E(e))→ Omax(E)
a comme noyau l’ensemble des matrices unitaires du type 1+ue, c’est-a`-dire ve´rifiant
l’identite´ (1 + ue)(1 − u∗e) = 1 + (u − u∗)e = 1, soit u = u∗. Le groupe unitaire
ope`re sur ce noyau par l’action a` droite de´finie par la meˆme action : (u, g)7→g−1ug.
Il en re´sulte que le groupe orthogonal e´largi Oe´l(E) s’identifie a` Omax(E(e)) en tant
que produit semi-direct.
1.9. Conside´rons le cas particulier ou` A = B×Bop, Bop e´tant l’anneau oppose´
a` B, l’involution permutant les facteurs du produit. Si nous posons λ = (1, 0), on
a λ + λ = 1, ce qui montre que 1 est scinde´ dans A. Il est facile de voir que la
donne´e d’un A-module hermitien e´quivaut a` celle d’un B-module. Les cate´gories
εQ
max(A) et εQ
min(A) sont donc toutes les deux e´quivalentes a` la cate´gorie P(B)
(avec les isomorphismes comme morphismes). D’apre`s 1.7, nous en de´duisons que
les cate´gories εQ
e´l(A) et P(B(e)) sont e´quivalentes. En effet, nous avons montre´
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en 1.7 que le groupe des automorphismes d’un objet de εQ
e´l(A) est le meˆme que
celui des automorphismes du B-module correspondant, vu comme un objet de B(e)
par extension des scalaires. Puisque les classes d’isomorphie d’objets de P(B(e))
co¨ıncident avec les classes d’isomorphie d’objets de P(B), l’assertion re´sulte de
conside´rations ge´ne´rales sur les e´quivalences de cate´gories.
1.10. Rappelons maintenant la de´finition du foncteur hyperbolique classique
H : P(A)→ εQ
min(A)
Si E est un objet de P(A), H(E) est le A-module E ⊕ E∗ muni de la forme qua-
dratique
ϕ0 : E ⊕ E
∗ → (E ⊕ E∗)∗ ≈ E∗ ⊕ E
de´finie par la matrice
ϕ0 =
(
0 1
0 0
)
Si u est un isomorphisme dans la cate´gorie P(A), on de´finit H(u) = g = u⊕ tu−1.
On ve´rifie que tg.ϕ0.g = ϕ0 et que H(u) est donc bien un isomorphisme dans la
cate´gorie εQ
min(A). On peut de´crire ce foncteur de manie`re plus conceptuelle en
conside´rant l’anneau Λ = M2(A) des matrices 2 × 2 a` coefficients dans A et ou`
l’involution est de´finie par (
a b
c d
)
7→
(
d b
c a
)
L’e´quivalence de Morita de´montre´e dans [?] §9 montre que les cate´gories εQ
min(Λ)
et εQ
min(A) sont e´quivalentes. On de´montre par la meˆme me´thode que les cate´gories
εQ
max(Λ) et εQ
max(A) d’une part et les cate´gories εQ
e´l(Λ) et εQ
e´l(A) d’autre part
sont e´quivalentes. Le foncteur hyperbolique P(A)→ εQ
min(A) est alors induit par
l’homomorphisme d’anneaux A×Aop →M2(A) de´fini par
(a, b) 7→
(
a 0
0 b
)
D’apre`s 1.8, cette me´thode a l’avantage de de´finir un nouveau foncteur hyperbolique
de P(A) dans la cate´gorie plus fine εQ
e´l(A) par la composition des foncteurs e´vidents
suivants induits par des morphismes d’anneaux ou des e´quivalences de Morita :
P(A)→ P(A(e))∼εQ
e´l(A×Aop)→ εQ
e´l(M2(A))∼εQ
e´l(A)
On proce`de de meˆme pour le foncteur “oubli” εQ
e´l(A)→ P(A) qui est la composi-
tion
εQ
e´l(A)→ εQ
e´l(A×Aop)∼P(A(e))→ P(A)
2. Les groupes de Grothendieck et Bass en K−the´orie hermitienne.
2.1. Aux cate´gories pre´ce´dentes εQ
max(A), εQ
min(A) et εQ
e´l(A), nous pou-
vons associer trois groupes deK−the´orie hermitienne note´s εKQ
max(A), εKQ
min(A)
et εKQ
e´l(A) respectivement, relie´s par des homomorphismes canoniques
εKQ
e´l(A)
u //
εKQ
min(A)
v //
εKQ
max(A) ,
Il est clair que u est un isomorphisme et que v est surjectif. Par ailleurs, nous
pouvons de´finir l’analogue du groupes de Bass K1(A) en K−the´orie hermitienne.
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Dans ce but, le lemme suivant, dont la de´monstration est de´taille´e dans [KV] p. 61
par exemple, est essentiel.
2.2. Lemme. Tout module ε-quadratique est facteur direct d’un module hy-
perbolique.
2.3. Puisque tout module projectif de type fini est facteur direct d’un module
libre du type An, on voit que les groupes classiques qui jouent le roˆle de GLn(A)
sont les groupes d’automorphismes de modules hyperboliques du type H(An) dans
chacune des trois cate´gories concerne´es.
Plus pre´cise´ment, e´crivons E =M ⊕M∗ (on conside`rera le cas ou` M = An un peu
plus tard). La forme quadratique associe´e est de´finie par la matrice φ0 pre´ce´dente
avec ψ comme forme hermitienne associe´e, soit
φ0 =
(
0 1
0 0
)
φ =
(
0 1
ε 0
)
Si f : E → E est un homomorphisme de´fini par une matrice f =
(
a b
c d
)
, son
adjoint est la matrice f∗ =
(
td εtb
εtc ta
)
.
Dans le cas ou` M = An, il convient de remplacer la notation tu par tu , si on e´crit
u comme une matrice n × n. En effet, la conjugaison re´sulte de l’identification de
An avec son dual (An)∗.
2.4. Notations. On de´signe par εO
max
n,n (A) (resp. εO
min
n,n(A) , εO
e´l
n,n(A)) le
groupe unitaire (resp. orthogonal, orthogonal e´largi) associe´ au module hyperbo-
lique (A)n ⊕ (An)∗.
2.5. Exemple. Supposons que A soit un corps muni de l’involution triviale
et que ε = 1. Le fait que f soit unitaire (f ∈ 1O
max
n,n (A)) se traduit par les identite´s
suivantes (ou` a, b, c et d sont des matrices n× n) :
a.td+ b.tc = 1
a.tb+ b.ta = 0
c.td+ d.tc = 0
c.tb+ d.ta = 1
L’automorphisme f est orthogonal (f ∈ 1O
min
n,n(A)) s’il existe en outre des matrices
h et k telles que a.tb = h− th et c.td = k − tk.
Pour de´crire un e´le´ment du groupe orthogonal e´largi, il faut se donner en outre
un endomorphisme de´fini par une matrice 2n× 2n
u =
(
α β
γ δ
)
lie´e a` f et a` la forme φ0 (cf. 1.6/7). Plus pre´cise´ment, le couple (f, u) doit ve´rifier
l’identite´ suivante(
td.a tb.d
tc.a tc.b
)
=
(
1 0
0 0
)
+
(
α β
γ δ
)
−
(
tδ tβ
tγ tα
)
Elle re´sulte de l’e´quation (E) en 1.7, a` condition d’identifier E⊕E∗ a` E∗⊕E (avec
E = An).
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2.6. Revenons au cas ge´ne´ral d’un anneau A quelconque. Pour simplifier,
nous e´crirons εOn,n(A) au lieu de εO
max
n,n (A), εO
min
n,n(A), εO
e´l
n,n(A) en revenant a`
ces notations spe´cifiques lorsqu’il sera ne´cessaire de distinguer les trois groupes. De
meˆme, nous utiliserons la terminologie uniforme “groupe orthogonal” au lieu de
“groupe unitaire”, “groupe orthogonal” ou “groupe orthogonal e´largi”, lorsque nos
conside´rations s’appliquent aux trois variantes. Avec ces conventions, le groupe or-
thogonal infini εO(A) est de´fini comme la limite inductive des groupes εOn,n(A) avec
les inclusions e´videntes. En suivant l’exemple du groupe line´aire, nous de´finissons
le “groupe de Bass” εKQ1(A) comme le quotient de εO(A) par le sous-groupe des
commutateurs [εO(A), εO(A)]. Le fait que ce sous-groupe soit parfait re´sulte de
conside´rations bien connues sur la stabilisation des matrices qu’on peut re´sumer
par des identite´s ge´ne´rales. La premie`re est la suivante :(
αβα−1β 0 0
0 1 0
0 0 1
)
=
(
α 0 0
0 α−1 0
0 0 1
)(
β 0 0
0 1 0
0 0 β−1
)(
α−1 0 0
0 α 0
0 0 1
)(
β−1 0 0
0 1 0
0 0 β
)
Par ailleurs, modulo le sous-groupe des commutateurs, une matrice du type
 α 0 00 α−1 0
0 0 1


peut aussi s’e´crire
 α 0 00 α−1 0
0 0 1



 0 1 00 0 1
1 0 0

 =

 0 α 00 0 α−1
1 0 0


qui est le commutateur suivant
 α 0 00 0 1
0 1 0



 0 1 01 0 0
0 0 1



 α−1 0 00 0 1
0 1 0



 0 1 01 0 0
0 0 1


Toutes ces identite´s (qui sont vraies dans le cadre plus ge´ne´ral de cate´goriemono¨ıdales
syme´triques) de´montrent bien que [εO(A), εO(A)] est parfait. Pour chacune des trois
the´ories conside´re´es, on utilisera les notations εKQ
max
1 (A), εKQ
min
1 (A), εKQ
e´l
1 (A)
ou simplement εKQ1(A).
2.7. The´ore`me . Conside´rons un carre´ carte´sien d’anneaux hermitiens (avec
ϕ1 surjectif)
A
ϕ2

ψ1 // A1
ϕ1

A2
ψ2
// A′
On a alors une suite exacte (dite de Mayer-Vietoris) entre les groupes de K-the´orie
hermitienne
εKQ1(A) // εKQ1(A1)⊕ εKQ1(A2) // εKQ1(A′) // εKQ(A) // . . .
. . . //
εKQ(A1)⊕ εKQ(A2) // εKQ(A′)
De´monstration. Ce the´ore`me classique peut eˆtre de´montre´ de diverses manie`res.
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L’une d’entre elle est esquisse´e dans le livre de Milnor [M] et de´taille´e dans celui de
Bak [?]. Une autre de´monstration est indique´e dans [KV] p. 68-70 (elle s’applique
dans les trois situations). Le point important est de remarquer qu’un e´le´ment du
sous-groupe des commutateurs [εO(A
′), εO(A
′)] se rele`ve en un e´le´ment de εO(A1).
Ceci est de´montre´ graˆce au lemme de Whitehead classique adapte´ au cas hermitien
(cf. [KV] the´ore`me 2.6 par exemple).
2.8. Dans [?] p. 191, Bak de´montre une suite exacte inte´ressante reliant les
groupes εKQ
max et εKQ
min. Elle s’e´crit
εKQ
min
1 (A)
//
εKQ
max
1 (A) // εΞ(A) // εKQ
min(A) // εKQmax(A)
Le groupe de 2-torsion εΞ(A) est explicite´ ainsi. Nous de´finissons d’abord Γ = Γ(A)
comme l’ensemble des e´le´ments a de A tels que a = εa et Λ comme le sous-groupe
de Γ forme´ des b−εb. Alors εΞ(A) est le quotient de Γ/Λ⊗AΓ/Λ par le sous-groupe
engendre´ par tous les e´le´ments de la forme
{a⊗b− b⊗a} et {a⊗b − a⊗bab}
Dans la de´finition du produit tensoriel Γ/Λ⊗AΓ/Λ, l’action a` droite de A sur Γ/Λ
est (γ, a)7→aγa. L’action a` gauche est de´finie de manie`re similaire par (a, γ)7→a.γ.a
Un the´ore`me plus ge´ne´ral est en fait e´nonce´ dans [?] en utilisant des “formes pa-
rame`tres” arbitraires Γ et Λ.
2.9. Remarque. La suite exacte pre´ce´dente permet de de´finir un invariant
des formes quadratiques proche de l’invariant de Arf en conside´rant des corps
de caracte´ristique 2 (cf. [B2]). Dans ce cas, le groupe KQmax1 (A) est re´duit a` 0,
KQmax(A) ∼= Z et le noyau de la fle`che
KQmin(A)→ KQmax(A) = Z
s’identifie ainsi au groupe Ξ(A) pre´ce´dent : c’est le quotient de A⊗ZA par le sous-
groupe engendre´ par les relations {a⊗b−b⊗a}, {a⊗b−a⊗b2a} et {c2a⊗b−a⊗c2b}.
L’invariant de Arf classique est obtenu par l’application a⊗b 7→a.b : elle est a` valeurs
dans le quotientG de F par le sous-groupe additif engendre´ par les relations {a2−a}.
Cette application de Ξ(A) dans G admet une re´traction induite par l’application
a 7→1⊗a.
3. Les groupes de K−the´orie hermitienne εKQn(A) pour n < 0 et n > 0.
3.1. Pour de´finir les groupes εKQn pour n < 0, nous suivons le meˆme sche´ma
qu’en K-the´orie alge´brique [KV]. De manie`re pre´cise, si on pose n = −m, on pose
KQn(A) = KQ(S
mA), ou` SmA est la mie`me suspension de l’anneau A. Notons que
l’isomorphisme
εKQ
e´l(A) ∼= εKQ
min(A)
implique par suspensions ite´re´es l’isomorphisme
εKQ
e´l
−m(A)
∼= εKQ
min
−m(A)
Le the´ore`me suivant est moins e´vident.
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3.2. The´ore`me . L’homomorphisme
εKQ
min
n (A)→ εKQ
max
n (A)
est surjectif pour n = 0, bijectif pour n < 0.
De´monstration. La surjectivite´ pour tout n est une conse´quence imme´diate des
de´finitions (car nous conside´rons des formes hermitiennes paires). Par induction
sur n, il suffit de de´montrer l’injectivite´ pour n = −1. Pour cela, e´crivons la suite
exacte 2.8, en remplac¸ant A par sa suspension SA et son coˆne CA. On obtient alors
un diagramme commutatif
εKQmin1 (CA)
//

εKQmax1 (CA)
//

εΞ(CA) //

εKQmin(CA) //

εKQmax(CA)

εKQmin1 (SA)
//
εKQmax1 (SA)
//
εΞ(SA) // εKQmin(SA) // εKQmax(SA)
Puisque le coˆne d’un anneau est “flasque” (il existe un foncteur τ de la cate´gorie
P(CA) dans elle-meˆme tel que τ⊕Id soit isomorphe a` τ ), ses groupes deK−the´orie
hermitienne sont re´duits a` 0, ce qui implique que εΞ(CA) est aussi e´gal a` 0. Pour
de´montrer l’injectivite´ de la fle`che εKQ
min
−1 (A) → εKQ
max
−1 (A), il suffit donc de
montrer que l’homomorphisme εΞ(CA) → εΞ(SA) est surjectif, ce qui est une
conse´quence du lemme suivant.
3.3. Lemme. Notons Γ(R) le groupe Γ de´fini en 2.8 pour tout anneau R.
Alors l’homomorphisme canonique
Γ(CA)→ Γ(SA)
est surjectif.
De´monstration. Un e´le´ment de Γ(SA) est de´fini par une matrice infinie M telle
que sur chaque ligne et chaque colonne il n’existe qu’un nombre fini d’e´le´ments non
nuls et telle que tM = εM modulo une matrice finie. Soient aij les e´le´ments (en
nombre fini) de la matrice M tels que aij 6= εaji . Si on remplace ces e´le´ments par
0, on trouve une matrice N dans CA qui est ε-hermitienne et dont la classe dans
SA est e´gale a` celle de M .
3.4. De´finissons maintenant les groupes εKQn pour n > 0, ce qui est plus
de´licat. En principe, il suffit de copier la construction + de Quillen a` l’espace
BεO(A), ce qui est possible car le sous-groupe des commutateurs [εO(A), εO(A)] est
parfait. On de´finit alors εKQn(A) comme le n
ie`me groupe d’homotopie de BεO(A)
+
(pour n > 0). En fait, nous disposons de trois groupes de K-the´orie hermitienne
εKQ
max
n (A), εKQ
min
n (A) et εKQ
e´l
n(A)
associe´s respectivement aux groupes εO
max(A), εO
min(A) et εO
e´l(A). Conforme´ment
a` la philosophie de cet article, nous adopterons la notation uniforme εKQn(A)
pour ne pas compliquer l’exposition, lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion. Ces
groupes sont difficiles a` calculer en ge´ne´ral, comme d’ailleurs les groupes Kn(A)
de Quillen dont ils sont la ge´ne´ralisation. Nous verrons cependant que, dans une
certaine mesure, les “groupes de Witt supe´rieurs” εWn(A) = Coker(Kn(A) →
εKQn(A)) sont plus accessibles.
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3.5. Comme il est bien connu, il existe d’autres de´finitions des foncteurs Kn
et εKQn e´quivalentes a` la construction + de Quillen. La construction dite “S
−1S”
(due aussi a` Quillen) est de´taille´e dans le cadre hermitien dans [K1] §1 et nous l’uti-
liserons pour la preuve de 4.5. Il existe aussi une de´finition en termes de A-fibre´s
plats qui est de´taille´e dans [K2] p. 42 et c’est celle que nous utiliserons essentielle-
ment ici. Rappelons-la` brie`vement dans le cadre que nous inte´resse.
On de´finit un A-fibre´ hermitien “virtuel” sur un CW -complexe X comme la donne´e
d’une fibration acyclique Y → X et d’un A-fibre´ plat E sur Y , la fibre e´tant un
A-module projectif de type fini muni d’une forme hermitienne dans l’un des trois
sens que nous avons donne´s a` ce terme (ceci veut dire que les fonctions de transi-
tion du fibre´ sur Y sont des fonctions localement constantes dans chacune des trois
cate´gories “max”, “min” ou “e´l” concerne´es).
Deux tels fibre´s virtuels
E → Y → X et E′ → Y ′ → X
sont dits e´quivalents s’il existe un fibre´ virtuel E1 → Y1 → X et un diagramme
commutatif
Y
f //
σ

X
f ′

Y1
f1
>>
}
}
}
}
}
}
}
}
Y ′
σ′
oo
tel que σ∗(E1) ∼= E et σ
′∗(E1) ∼= E
′.
En suivant le meˆme sche´ma qu’en [K2] p. 42-50, on montre que le groupe de
Grothendieck construit avec ces fibre´s virtuels est isomorphe au groupe de´fini par les
classes d’homotopie de X dans εKQ0(A)×BεO(A)
+, note´ εKQA(X), et qui est une
“the´orie cohomologique” en X . Si X est une sphe`re de dimension n ≥ 0, on retrouve
ainsi εKQn(A) comme le conoyau de la fle`che e´vidente εKQ0(A)→ εKQA(X).
On peut de´finir le spectre de la K−the´orie hermitienne par la meˆme me´thode
qu’en K−the´orie alge´brique. Ainsi, dans [K1], on de´montre l’analogue du the´ore`me
de Gersten-Wagoner [W] en K−the´orie hermitienne : on a une e´quivalence d’ho-
motopie (non naturelle) entre Ω(BεO(SA)
+) et εKQ0(A) × BεO(A)
+ (la meˆme
de´monstration s’applique dans les trois cas conside´re´s ici). Plus pre´cise´ment, on
de´finit le Ω-spectre de la K-the´orie hermitienne εKQ(A)∗ par les formules sui-
vantes :
εKQ(A)n = Ω(BεO(S
n+1A)+) pour n ≥ 0
εKQ(A)n = Ω
−n(BεO(A)
+) pour n < 0
En fait, ce spectre n’est qu’un langage commode. Pour pouvoir de´finir des cup-
produits en K-the´orie hermitienne, nous nous servirons plutoˆt de la the´orie co-
homologique associe´e en termes de fibre´s virtuellement plats comme nous l’avons
explicite´ plus haut. D’ailleurs, une situation analogue se pre´sente en K−the´orie
topologique, ou` les ope´rations sont plus aise´ment de´finies sur les fibre´s vectoriels
plutoˆt que sur la grassmannienne infinie.
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4. Cup-produits en K−the´orie hermitienne. Le cup-produit de
Clauwens.
4.1. L’avantage du point de vue des fibre´s plats est une de´finition tre`s simple
du cup-produit. Celui-ci est explicite´ dans [K2] a` partir d’un morphisme Z-biline´aire
ϕ : A×B → C
ve´rifiant la proprie´te´ de multiplicativite´ suivante
ϕ(aa′, bb′) = ϕ(a, b)ϕ(a′, b′)
Le cup-produit s’e´crit alors sous la forme d’un accouplement biline´aire
KA(X)×KB(Y )→ KA⊗B(X × Y )
ou` la fle`che est simplement induite par le produit tensoriel des fibre´s virtuellement
plats. Si X est un espace muni d’un point base P , il est commode d’introduire
la “K-the´orie re´duite” K˜A(X) = Ker[KA(X) → KA(P ) = K0(A)]. Le produit
pre´ce´dent induit alors un “cup-produit re´duit”
K˜A(X)× K˜B(Y )→ K˜A⊗B(X ∧ Y )
En particulier, si X (resp. Y ) est une sphe`re Sn (resp. Sp) avec n et p ≥ 0, on en
de´duit le cup-produit usuel en K-the´orie alge´brique (cf. aussi [L]).
4.2. Le meˆme sche´ma s’applique en K−the´orie hermitienne4. Par exemple,
compte tenu des signes de syme´trie, les cup-produits classiques sont sche´matise´s
par des accouplements
εKQ
max × ηKQ
min → εηKQ
min
et
εKQ
max × ηKQ
e´l → εηKQ
e´l
De manie`re pre´cise, si nous conside´rons une ε-forme hermitienne paire φ = φ0+ε
tφ0
sur un A-module E et une forme η-quadratique de´finie par une classe de de mor-
phismes ψ0 sur un B-module F , alors φ⊗ψ0 est une classe de forme εη-quadratique
sur E ⊗ F . En outre, si α (resp. β ) est un morphisme unitaire (resp. orthogonal)
de E (resp. F ), il est facile de voir que α ⊗ β est un morphisme orthogonal de
E ⊗ F . De manie`re analogue, si (β, γ) est un morphisme dans la cate´gorie ηQ
e´l, le
couple (α ⊗ β, α ⊗ γ) de´finit un morphisme dans la cate´gorie εηQ
e´l, ce qui de´finit
le deuxie`me accouplement.
Ces deux cup-produits, de´finis en termes de modules, s’e´tendent naturellement aux
fibre´s plats ou virtuellement plats dans les cate´gories concerne´es (il convient de
noter cependant que ψ0 n’est pas donne´ dans la structure pour le premier accou-
plement mais seulement sa classe fibre par fibre). En conside´rant des fibre´s plats
sur des sphe`res homologiques, on de´finit ainsi des accouplements
εKQ
max
n (A) × ηKQ
min
p (B)→ εηKQ
min
n+p(C)
et
εKQ
max
n (A)× ηKQ
e´l
p (B)→ εηKQ
e´l
n+p(C)
4A´ condition de supposer en outre que ϕ(a, b) = ϕ(a, b)
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4.3. Nous allons maintenant introduire un autre cup-produit plus subtil, duˆ
essentiellement a` Clauwens [C]. Celui-ci a e´te´ e´crit par Clauwens pour les cate´gories
de modules mais il s’e´tend aise´ment aux “bonnes” cate´gories des fibre´s virtuel-
lement plats munis de formes quadratiques. De manie`re pre´cise, conside´rons la
cate´gorie ηQ
e´l(B) ainsi que la sous-cate´gorie εQ
e´l0(A[s]) de εQ
e´l(A[s]) forme´e des
A[s]-modules provenant de A par extension des scalaires, l’involution sur A[s] e´tant
induite par l’involution de A et la transformation s 7→1− s.
Un objet de εQ
e´l(A[s]) peut eˆtre de´crit comme un couple (E, θ), ou` E est un objet
de P(A) et θ une forme ε-quadratique sur E⊗ZZ[s] s’e´crivant sous la forme
∑
θns
n,
ou` θn est un morphisme de E vers E
∗.
Conside´ronsmaintenant un objet (F, δ) de ηQ
e´l(B) , ou` δ est une forme η-quadratique
non de´ge´ne´re´e sur F avec ∆ = δ+ηtδ comme forme hermitienne associe´e. Sur E⊗F
on peut alors conside´rer la forme εη-quadratique de´finie par la formule suivante
κ =
∑
θn⊗∆(∆
−1δ)n
Cette formule se simplifie si on identifie F et son dual par l’isomorphisme ∆, ce
qui revient a` remplacer ∆−1δ par δ. On peut de meˆme identifier E a` E∗ par l’iso-
morphisme θ0 +
∑∞
n=0
tθn. Le foncteur de dualite´ f 7→
tf est alors remplace´e par
le foncteur d’adjonction f 7→f∗. Un avantage de cette formulation est aussi de se
de´barrasser des signes de syme´trie. La formule pre´ce´dente s’e´crit alors sous une
forme plus simple
κ =
∑
θn⊗δ
n
avec δ∗ = 1 − δ. En quelques lemmes fondamentaux (cf. [C] p. 43 et 44 et aussi
l’appendice, ou` on e´crit φ au lieu de ∆−1δ pour e´viter toute confusion), Clauwens
montre que l’accouplement pre´ce´dent
Obj(εQ
e´l0(A[s])) ×Obj(ηQ
e´l(B))→ Obj(εηQ
e´l(A⊗B))
est bien de´fini sur les classes d’isomorphie de modules quadratiques e´largis. En fait,
Clauwens conside`re dans son article des modules libres mais sa me´thode est plus
ge´ne´rale, comme nous l’explicitons dans l’appendice. En particulier, nous pouvons
de´finir un cup-produit remarquable
εKQ
e´l0(A[s])× ηKQ
e´l(B)→ εηKQ
e´l(A⊗B)
ou` εKQ
e´l0 (A[s]) est le sous-groupe de εKQ
e´l(A[s]) engendre´ par les modules prove-
nant de A par extension des scalaires (ceci est stablement le cas si A est noethe´rien
re´gulier par exemple).
Dans les conside´rations pre´ce´dentes, nous aurions pu remplacer la cate´gorie Qe´l
par la cate´gorie plus simple Qmin. La raison pour travailler dans la cate´gorie Qe´l
est notre souhait de ge´ne´raliser l’acccouplement de´fini sur les groupes KQ0 aux
groupes KQn de´finis dans le §3 pour n > 0. Si nous choisissons la de´finition de la
K−the´orie hermitienne en termes de fibre´s plats, il nous faut montrer par exemple
que la classe d’isomorphie de la forme quadratique κ de´finie plus haut ne de´pend
que des classes de θ et de δ. Les lemmes de Clauwens (rede´montre´s en appendice)
montrent la ne´cessite´ de se donner le morphisme γ dans la formule (S) en 1.4. Graˆce
a` ce nouveau point du vue, on peut e´tendre le cup-produit pre´ce´dent aux groupes
de KQ-the´orie supe´rieurs (dans la cate´gorie “e´l”), soit
εKQ
e´l0
n (A[s])× ηKQ
e´l
p (B)→ εηKQ
e´l
n+p(A⊗B)
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4.4. Au de´but de son article (the´ore`me 1, p. 42), Clauwens montre que modulo
l’addition de A-modules hyperboliques (voir l’appendice pour un e´nonce´ pre´cis), on
peut se ramener au cas ou` θ est “line´aire”, i.e. du type θ = gs. En d’autres termes,
θn = 0, a` l’exception de θ1 qui est e´gal a` g. Puisque la forme hermitienne associe´e
gs + εtg(1 − s) est un isomorphisme, ceci implique que tg = εg(1 + N), ou` N est
un endomorphisme nilpotent de E (un tel g est dit “presque hermitien”). Dans ce
cas, la formule pour la forme quadratique κ ci-dessus est tre`s simple : on trouve
κ = g⊗δ
(si on identifie F a` son dual par ∆ ) En d’autres termes, l’accouplement pre´ce´dent
sur les groupes KQe´l ge´ne´ralise (pour N = 0) l’accouplement classique entre les
formes hermitiennes (non ne´cessairement paires) et les formes quadratiques. Un
cas particulier important est le cup-produit
1KQ
e´l0
1 (SZ[s])× ηKQ
e´l
p (B)→ ηKQ
e´l
1+p(SZ⊗B) = ηKQ
e´l
1+p(SB)
4.5. The´ore`me . Soit u1 l’e´lement de 1KQ
e´l0
1 (SZ[s]) = 1KQ
e´l
1 (SZ[s]) cor-
respondant a` l’e´le´ment unite´ dans KQ0(Z[s]) = Z × Z (cf. [C], p. 47). Alors le
cup-produit par u1 induit un isomorphisme entre ηKQ
e´l
p (B) et ηKQ
e´l
1+p(SB)
De´monstration. Elle est analogue a` celle en K−the´orie alge´brique ou hermitienne
classique (cf. [K1] p. 224).
4.6. Rappelons par ailleurs qu’un autre cup-produit plus simple a e´te´ de´fini
en 4.2 :
εKQ
max
n (A) × ηKQ
e´l
p (B)→ εηKQ
e´l
n+p(A⊗B)
Ces deux produits sont relie´s ainsi :
4.7. The´ore`me . Le cup-produit de Clauwens est partiellement associatif dans
le sens suivant. Pour trois anneaux B, C et D, on a le diagramme commutatif (avec
n = n1 + n2, ε = ε1ε2)
ε1KQ
max
n1
(C) × ε2KQ
e´l0
n2
(D[s])× ηKQ
e´l
p (B)
//

ε1KQ
max
n1
(C)× ε2ηKQ
e´l
n2+p
(D ⊗B)

ε1ε2KQ
e´l0
n1+n2
((C ⊗D)[s])× ηKQ
e´l
p (B)
//
εηKQ
e´l
n+p(C ⊗D ⊗B)
De´monstration. C’est une conse´quence directe de la formule donne´e en 4.3. Nous
devons multiplier les deux membres de la formule par la meˆme forme hermitienne
paire avant et apre`s avoir fait le produit tensoriel par ∆(∆−1δ)n.
4.8. Remarque. Pour les degre´s ne´gatifs, nous avons seulement a` conside´rer
des modules sur des suspensions ite´re´es des anneaux conside´re´s. La notion de forme
quadratique e´largie est alors inutile dans les de´monstrations. On peut meˆme se
limiter aux formes hermitiennes paires pour les degre´s < 0 d’apre`s 3.2.
4.9. Remarque. Si 1 est scinde´ dans A (par exemple si 2 est inversible), on
a des isomorphismes KQe´ln (A)
∼= KQmaxn (A(e))
∼= KQminn (A(e)) avec e = −e.
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5. Le the´ore`me fondamental de la K−the´orie hermitienne pour des
anneaux arbitraires
5.1. Dans ce paragraphe, nous allons de´signer le spectre de la K-the´orie her-
mitienne ainsi que celui de la K-the´orie alge´brique par des caracte`res gras. De
manie`re pre´cise,K(A) repre´sentera le spectre de laK-the´orie alge´brique usuelle ; ce-
lui de laK-the´orie hermitienne sera repre´sente´ par l’un des trois spectres εKQ
max(A),
εKQ
min(A) ou εKQ
e´l(A), suivant la the´orie conside´re´e. En particulier, les fonc-
teurs “oubli” et hyperbolique induisent des morphismes
εKQ
e´l(A)→ K(A) et K(A)→ −εKQ
e´l(A)
dont les fibres homotopiques respectives seront note´es εV
e´l(A) et −εU
e´l(A). L’e´nonce´
suivant ge´ne´ralise le the´ore`me de [K2] (p. 260).
5.2. The´ore`me . Nous avons une e´quivalence d’homotopie naturelle
εV
e´l(A) ≈ Ω−εU
e´l(A)
5.3. Remarques. Le the´ore`me est e´vident lorsque A = B×Bop, une situation
de´ja` conside´re´e dans les paragraphes pre´ce´dents. Dans ce cas, les spectres εV
e´l(A)
et Ω−εU
e´l(A) co¨ıncident tous les deux avec la fibre homotopique du morphisme
e´vident K(B(e))→ K(B)xK(B).
Par ailleurs, si 1 est scinde´ dans A, nous retrouvons le the´ore`me fondamental de la
K-the´orie hermitienne e´nonce´ dans [K2] p. 260 (cf. la remarque 5.11 un peu plus
loin). La de´monstration du the´ore`me 5.2 va eˆtre en fait calque´e sur celle de [K2].
Nous mentionnerons simplement ici les modifications a` y apporter.
5.4. Rappelons d’abord le principe ge´ne´ral de la de´monstration dans [K2]
que nous appliquerons a` plusieurs reprises : un morphisme d’anneaux hermitiens
f : A→ B induit une application entre spectres
εKQ
e´l(A)→ εKQ
e´l(B)
dont nous pouvons interpre´ter la fibre homotopique d’apre`s un argument adapte´ de
Wagoner [W]. Pour cela, on conside`re le produit fibre´ d’anneaux
R //

CB

SA // SB
d’ou` on de´duit la fibration homotopique
εKQ
e´l(R) // εKQe´lSA) // εKQe´l(SB)
car εKQ
e´l(CB) est contractile. L’espace des lacets de εKQ
e´l(R) est donc la fibre
homotopique recherche´e du morphisme
εKQ
e´l(A)→ εKQ
e´l(B)
Deux cas importants peuvent eˆtre conside´re´s. Dans le premier, le morphisme
est A × Aop → M2(A) et dans le second A → A × A
op, tous les deux de´finis en
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1.8. Si nous de´signons5 par UA (resp. VA) l’anneau R obtenu dans ces deux cas,
nous voyons que εU
e´l(A) est homotopiquement e´quivalent a` ΩεKQ
e´l(UA) et que
εV
e´l(A) est homotopiquement e´quivalent a` ΩKεQ
e´l(VA).
5.5. Nous souhaitons de´finir une application
εV
e´l(SA)→ −εU
e´l(A)
L’ide´e, de´ja` pre´sente dans [K2], est d’inclure cette application dans le diagramme
suivant
εKQ
e´l(A) //

K(A) //

εV
e´l(SA) //

εKQ
e´l(SA) //
σ

K(SA) //

εV
e´l(S2A)

−εD
e´l(A) // K(A) // −εUe´l(A) // −εDe´l(SA) // K(SA) // −εUe´l(SA)
La the´orie −εD
e´l(A) est ici la fibre homotopique de l’applicationK(A) → −εUe´l(A)
qui est induite par le morphisme d’anneaux A×Aop →M2(A) de´crit pre´ce´demment.
Pour comple´ter ce diagramme, nous utilisons un e´le´ment remarquable de −1D
max
0 (Z)
et effectuons le “cup-produit” par cet e´le´ment pour de´finir une application naturelle
σ : εKQ
e´l(A)→ −εD
e´l(A). Les de´tails sont explicite´s en [K2] §2.3-8 (le fait que 1
soit e´ventuellement scinde´ dans A n’est pas ne´cessaire pour cet argument, comme
il a e´te´ de´ja` souligne´ dans [K2]).
5.6.. Nous proce´dons de manie`re syme´trique pour construire une application en
sens inverse −εU
e´l(A)→ εV
e´l(SA). Elle s’inse`re dans le diagramme commutatif
suivant
//
Ω−εKQ
e´l(A) //

−εU
e´l(A) //

K(A) //

−εKQ
e´l(A) //
θ

−εU
e´l(A)

//
εE
e´l(SA) // εVe´l(SA) // K(A) // εEe´l(S2A) // εVe´l(S2A)
La the´orie εE
e´l(A) est ici la fibre homotopique de l’application compose´e
εV
e´l(A)→ εV
e´l(SA× SAop) = K(A(e))→ K(A)
Pour comple´ter le diagramme, nous devons de´finir une application
θ : −εKQ
e´l(A)→ εE
e´l(S2A)
L’ide´e nouvelle par rapport a` [K2] est d’utiliser maintenant le cup-produit de Clau-
wens (e´crit de manie`re relative pour la theorie E), soit
−1E
e´l
−2(Z[s]) × −εKQ
e´l
n(A)→ εE
e´l
n−2(A)
(avec s = −s).
Ceci se traduit au niveau des spectres par l’application θ . L’e´le´ment de −1E
e´l
−2(Z[s]) =
−1KQ
e´l
−2(Z[s]) = −1KQ
min
−2 (Z[s]) avec lequel est effectue´ le cup-produit est e´crit de
manie`re explicite dans [K1] p. 243 par une matrice a` 30 termes avec un le´ger chan-
gement de notations (remplacer la lettre λ par s). Nous devons ensuite plonger
l’alge`bre des polynoˆmes laurentiens en les deux variables z et t dans la double
suspension de Z[s].
5En fait, pour la K−the´orie, c’est a` dire la K−the´orie hermitienne de A×Aop, nous devons
remplacer l’anneau des nombres duaux A(e) par A, comme il a e´te´ pre´cise´ en 1.8.
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Pour terminer la de´monstration du the´ore`me 5.2, nous devons montrer que les
deux compositions
εV
e´l(SA) // −εUe´l(A) // εVe´l(SA) et −εUe´l(A) // εVe´l(SA) // −εUe´l(A)
sont des e´quivalences d’homotopie. Nous nous re´fe´rons de nouveau a` [K2] p 273-
277 pour le de´tail des arguments. Le point essentiel est l’associativite´ partielle du
cup-produit e´tabli en 4.7 qui remplace l’associativite´ usuelle utilise´e en [K2]. En
effet, de cette associativite´ partielle, on de´duit des diagrammes commutatifs
1KQ
e´l
0 (Z[s])× εKQ
e´l
n (A)
//

εKQ
e´l
n (A)

−1D
e´l
0 (Z[s])× εKQ
e´l
n (A)
//

−εD
e´l
n (A)

1KQ
e´l
0 (Z[s])× εKQ
e´l
n (A)
//
εKQ
e´l
n (A)
Ce raisonnement montre que la composition
εV
e´l(SA) // −εUe´l(A) // εVe´l(SA)
est une e´quivalence d’homotopie. On de´montre de meˆme la commutativite´ du dia-
gramme
−1D
e´l
0 (Z[s]) × εKQ
e´l
n (A)
//

−εD
e´l
n (A)

1KQ
e´l
0 (Z[s])× εKQ
e´l
n (A)
//

εKQn(A)

−1D
e´l
0 (Z[s]) × εKQ
e´l
n (A)
// −εDe´ln (A)
ce qui montre que la composition en sens inverse
−εU
e´l(A) // εVe´l(SA) // −εUe´l(A)
est aussi une e´quivalence d’homotopie.
5.7. Remarque. Si nous nous inte´ressons uniquement aux “groupes de Witt
e´tendus”
εW
e´l
n (A) = Coker(Kn(A)→ εKQ
e´l
n (A))
les arguments pre´ce´dents se simplifient conside´rablement (avec un re´sultat moins
fort cependant ; a` comparer avec 5.9 et 6.6). Le cup-produit par les e´le´ments u2 ∈
−1W
max
2 (Z) et u−2 ∈ −1W
e´l
−2(Z[s]), associe´s aux e´le´ments construits en 5.5 et 5.6,
de´finissent des homomorphismes
εW
e´l
n (A)→ −εW
e´l
n+2(A) et −εW
e´l
n+2(A)→ εW
e´l
n (A)
dont la composition (a` isomorphisme pre`s) est la multiplication par 4 (en utilisant
des arguments de K−the´orie topologique : cf. [K1], p. 251). Notons que εW
e´l
n (A)
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est isomorphe a` εW
min
n (A) si n ≤ 0 et a` εW
max
n (A) si n < 0. Le groupe de Witt
“stabilise´” que nous de´finirons dans le §6 utilisera de manie`re essentielle le deuxie`me
cup-produit.
5.8. Comme il a e´te´ explicite´ en [K2] p. 278, le the´ore`me 5.2 implique une
suite exacte a` 12 termes dont les termes sont de´finis ainsi. Le “cogroupe de Witt”
εWn
e´l
(A) est le noyau de la fle`che oubli
εKQ
e´l
n (A))→ Kn(A)
Nous de´finissons le groupe kn(A) (resp. kn(A) ) comme le groupe de cohomologie
de Tate pair (resp. impair) de Z/2 ope´rant sur Kn(A).
5.9. The´ore`me . Avec les de´finitions pre´ce´dentes, nous avons une suite exacte
a` 12 termes ou`, pour simplifier, nous e´crivons F pour F (A) en ge´ne´ral, F e´tant
l’un des foncteurs W e´l, W
e´l
, ke´l ou k
e´l
. . . // kn+1 // −εW e´ln+2
//
εW
e´l
n
// k
e´l
n+1
//
−εW
e´l
n+1
//
−εW
e´l
n+1
// kn+1 // εW e´ln+2
//
−εW
e´l
n
// kn+1 // εW
e´l
n+1
//
εW
e´l
n+1
// kn+1 . . .
5.10. The´ore`me . Supposons que 1 soit scinde´ dans A (par exemple que 2
soit inversible). Les homomorphismes naturels
εW
e´l
n (A)→ εWn(A) et εW
e´l
n (A)→ εWn(A)
sont alors des isomorphismes.
De´monstration.En raisonnant par re´surrence sur n, c’est une conse´quence imme´diate
de 5.9 et du the´ore`me 4.3 de [K2] (voir aussi la remarque suivante).
5.11. Remarque. Si 1 est scinde´ dans A, nous avons un diagramme commu-
tatif de spectres
εV
e´l(A) ≈ Ω−εUe´l(A)
εV(A)
OO
≈ Ω−εU(A)
OO
ou` les fle`ches verticales sont des monomorphismes scinde´s. On voit ainsi que le
the´ore`me 5.2 implique le the´ore`me fondamental de [K2] p. 260. Nous profitons
de cette occasion pour combler une lacune dans sa de´monstration : elle supposait
implicitement que 1W (Z[s]) ≈ Z, un re´sultat duˆ aussi a` Clauwens ([C] p. 47).
5.12. Nous allons conclure ce paragraphe par un calcul explicite de groupes
de Witt dans des situations qui ne sont pas envisage´es en [K2]. Nous remarquons
d’abord que par la meˆme me´thode, nous pouvons de´finir en bas degre´s des mor-
phismes de pe´riodicite´
εU
min(A) // −εV min(SA) et −εV min(SA) // εUmin(A)
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inverses l’un de l’autre a` isomorphisme pre`s, en sorte que le diagramme suivant
commute
εU
e´l(A)

//
−εV
e´l(SA)

//
εU
e´l(A)

εU
min(A) // −εV min(SA) // εUmin(A)
En effet, la sophistication des fibre´s plats n’est pas ne´cessaire dans cette situation.
Par ailleurs, puisque εKQ
e´l(B) est isomorphe a` εKQ
min(B) pour tout anneau B,
on de´duit du diagramme pre´ce´dent un isomorphisme εU
e´l(A)
≈
→ −εU
min(A). Nous
avons enfin le diagramme commutatif suivant de suites exactes
0 // εW e´l1 (A)

//
εU
e´l(A)

// K(A)

//
εKQ
e´l(A)

0 // εWmin1 (A) // εU
min(A) // K(A) // εKQmin(A)
Puisque les trois fle`ches de droite verticales sont des isomorphismes, nous en de´duisons
le the´ore`me suivant
5.13. The´ore`me . L’homomorphisme naturel
εW
e´l
1 (A)→ εW
min
1 (A)
est un isomorphisme.
5.14. Exemple. Soit A = Fq un corps fini de caracte´ristique 2. D’apre`s
Quillen, les groupes Kn(Fq) sont des groupes finis d’ordre impair a` l’exception
de K0(Fq) = Z. On a W0(Fq) = Z/2, isomorphisme de´fini par l’invariant de Arf et
W1(Fq) = Z/2, isomorphisme de´fini par l’invariant de Dickson. Ici les groupes de
Witt sont ceux calcule´s avec la forme parame`tre min (c’est-a`-dire ceux associe´s a`
des formes quadratiques).
Par ailleurs, la suite exacte des 12 (the´ore`me 5.11) se re´duit en fait a` une suite a` 6
termes, car ε = 1 = −1. Si on utilise le the´ore`me pre´ce´dent, on en de´duit que les
gorupes de Witt e´largis W e´ln (Fq) sont e´gaux a` Z/2 pour tout n ∈ Z.
6. Les groupes de Witt stabilise´s
6.1. Remarque. Ce paragraphe est une extension aux anneaux quelconques
des ide´es de´veloppe´es dans une Note aux Comptes Rendus [K4]. Une autre exten-
sion aux sche´mas est de´crite dans [S].
6.2. Nous nous plac¸ons dans la cate´gorie des anneaux discrets A avec invo-
lution a 7→a (nous ne supposons pas la commutativite´ ni l’existence d’un e´le´ment
unite´). Les groupes de Witt stabilise´s εWn(A), avec ε = ±1 et n ∈ Z, que nous
de´finirons plus loin, ve´rifient les proprie´te´s suivantes
1) Exactitude. Pour toute suite exacte d’anneaux discrets avec involution
0 // A′ // A // A′′ // 0
nous avons une suite exacte naturelle des groupes W
//
εWn+1(A) // εWn+1(A”) // εWn(A′) // εWn(A) // εWn(A′′) //
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2) Periodicite´. Nous avons un isomorphisme naturel
εWn(A) ∼= −εWn+2(A)
et par conse´quent une pe´riodicite´ 4 par rapport a` l’indice n.
3) Invariance par extension nilpotente. Si I est un ide´al nilpotent dans
A, la projection A→ A/I induit un isomorphisme
εWn(A) ∼= εWn(A/I)
En d’autres termes εWn(I) = 0 pour un anneau nilpotent.
4) Invariance homotopique. Si 1 est scinde´ dans A (en particulier si 2 est
inversible) l’extension polynomiale A → A[t] (ou` t = t ) induit un isomor-
phisme
εWn(A) ∼= εWn(A[t])
5) Normalisation. Si A est unitaire, il existe un homomorphisme naturel
Θ : εWn(A)→ εWn(A)
ou` εWn(A) est le groupe de Witt classique [K1] construit avec les formes
quadratiques. Celui-ci induit un isomorphisme
εWn(A)⊗Z Z
′ ∼= εWn(A) ⊗Z Z
′
ou` Z′ = Z[1/2].
Si A est noethe´rien re´gulier, l’homomorphisme Θ est un isomorphisme lorsque
n ≤ 0. Si on suppose en outre que 2 est inversible dans A, les 1Wn(A), n
mod 4, sont les groupes de Witt triangule´s de Balmer [Ba].
6.3. Pour de´montrer l’existence d’une telle the´orie, nous allons essentielle-
ment utiliser les re´sultats du paragraphe pre´ce´dent sur la pe´riodicite´ en K-the´orie
hermitienne. Rappelons que dans [K2] p. 243 nous avons de´fini un e´le´ment remar-
quable u−2 dans
−1KQ−2(Z[s]) = −1KQ
e´l
−2(Z[s])
de´fini par une matrice antisyme´trique ayant 30 e´le´ments et a` coefficients dans l’an-
neau des polynoˆmes laurentiens a` deux variables Z[s][t, u, t−1, u−1]. Cet e´le´ment
nous a de´ja` servi dans le §5 pour de´finir la fle`che −εU
e´l
n+1(A)→ εV
e´l
n (A).
6.4. Dans le paragraphe 4, nous avons de´fini pour tout anneau unitaire A un
cup-produit
−1KQ
e´l
−2(Z[s])× εKQ
e´l
n (A)→ −εKQ
e´l
n−2(A)
Puisque nous sommes seulement inte´resse´s aux valeurs de n qui sont ≤ 0, nous
pouvons remplacer les groupes KQe´ln par KQ
min
n (et meˆme KQ
max
n pour n < 0),
que nous noterons simplement KQn. En outre, l’homomorphisme de pe´riodicite´
(de´fini par le cup-produit avec u−2)
β : εKQn(A)→ −εKQn−2(A)
compose´ a` gauche par la fle`che oubli −εKQn−2(A)→ Kn−2(A) ou compose´ a` droite
par la fle`che hyperbolique Kn(A)→ εKQn(A) est re´duit a` 0 (car la K-the´orie de la
suspension d’un anneau noethe´rien re´gulier est triviale). Par conse´quent, la limite
inductive du syste`me de groupes de K−the´orie hermitienne
εKQn(A) // −εKQn−2(A) // εKQn−4(A) // −εKQn−6(A) // . . .
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est aussi la limite inductive du syste`me de groupes de Witt associe´s
εWn(A) // −εWn−2(A) // εWn−4(A) // −εWn−6(A) // . . .
Cette limite est par de´finition le groupe de Witt stabilise´ εWn(A) que nous sou-
haitions de´finir. Notons que graˆce a` l’excision en K-the´orie et en K-the´orie her-
mitienne en degre´s ≤ 0, nous pouvons e´tendre cette de´finition aux anneaux non
ne´cessairement unitaires en de´finissant εKQn(A) comme le noyau de εKQn(A
+)→
εKQn(Z) , ou` A
+ est l’anneau A (conside´re´ comme une Z-alge`bre) apre`s addition
d’un e´le´ment unite´. La de´finition de εWn(A) pour A non unitaire est tout a` fait
analogue. De ces conside´rations et de l’excision pour les groupes KQn si n ≤ 0,
nous de´duisons la premie`re proprie´te´ des groupes de Witt stabilise´s :
6.5. The´ore`me . A toute suite exacte d’anneaux discrets avec involution
0 // A′ // A // A” // 0
nous pouvons associer naturellement une suite exacte des groupes de Witt stabilise´s
. . . // εWn(A′) // εWn(A) // εWn(A′′) // εWn−1(A′) // εWn−1(A) // . . .
6.6. L’isomorphisme εWn(A) ∼= −εWn+2(A) et la pe´riodicite´ 4 se de´duisent
imme´diatement des de´finitions.
6.7. The´ore`me (normalisation). Soit A un anneau noethe´rien re´gulier uni-
taire. Alors le groupe de Witt stabilise´ 1W0(A) (resp.−1W0(A)) co¨ıncide avec le
groupe de Witt classique des formes quadratiques (resp. (-1)-quadratiques). En
outre, pour tout anneau A unitaire, les homomorphismes canoniques
εW
e´l
n (A)
//
εW
min
n (A)
//
εW
max
n (A) // εWn(A)
induisent des isomorphismes en tensorisant par Z′ = Z[1/2].
De´monstration. Puisque les groupes de K-the´orie ne´gative de A sont triviaux si
A est noethe´rien re´gulier, la suite exacte a` 12 termes de´crite en 5.9 montre que les
fle`ches de la suite
εW0(A) // −εW−2(A) // εW−4(A) // −εW−6(A) // ...
sont des isomorphismes. Par exemple, si ε = 1 et si A est le corps a` 2 e´le´ments,
nous trouvons le groupe Z/2 (qui est de´tecte´ par l’invariant de Arf).
Par ailleurs si A est un anneau quelconque, en utilisant la localisation en K-
the´orie hermitienne, nous avons construit en [K1] deux e´le´ments dans −1W
max
2 (Z)
et −1W
max
−2 (Z) dont le cup-produit dans 1W
max(Z) est une puissance de 2. Les
premiers isomorphismes se de´montrent en se ramenant par pe´riodicite´ aux degre´s
ne´gatifs. Le dernier isomorphisme re´sulte de la suite exacte a` 12 termes de´montre´e
en 5.9.
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6.8. The´ore`me (invariance par extension nilpotente). Si I est un ide´al
nilpotent dans A, la projection A→ A/I induit un isomorphisme
εWn(A) ∼= εWn(A/I)
Par conse´quent, εWn(I) = 0 pour tout ide´al nilpotent I.
De´monstration. Sans restreindre la ge´ne´ralite´, nous pouvons supposer que A est
unitaire. Dans ce cas, il est bien connu que tout module projectif de type fini sur
A/I provient d’un module projectif E sur A par extension des scalaires et qu’il est
donc du type E/I. Par conse´quent, la forme ε-hermitienne sur A/I est donne´e par
un isomorphisme
ϕ : E/I → (E/I)∗
Puisque ϕ est paire, nous pouvons l’e´crire sour la forme ϕ0 + ε
tϕ0. Soit ϕ˜0 un
homomorphisme E → E∗ tel que ϕ˜0 = ϕ0 mod I. Alors ϕ = ϕ˜0 + ε
tϕ˜0 est une
forme ε- hermitienne non de´ge´ne´re´e E → E∗ qui est un releve´ de ϕ. Ceci montre
que le morphisme εKQ0(A) → εKQ0(A/I) est surjectif pour tout ide´al nilpotent
I (aussi bien pour KQmax que pour KQmin). Il en est donc de meˆme de
εKQn(A)→ εKQn(A/I)
pour n ≤ 0 en conside´rant des suspensions ite´re´es (e´l, max et min co¨ıncident en
degre´s n < 0 ; cf. 3.2). La surjectivite´ de l’homomorphisme εWn(A) → εWn(A/I)
en re´sulte.
L’injectivite´ du morphisme εWn(A) → εWn(A/I) est plus de´licate a` montrer. En
raisonnant par re´currence sur le degre´ de nilpotence de I, nous pouvons d’abord
supposer que I2 = 0. Par ailleurs, nous savons que tout module muni d’une forme
hermitienne paire est facteur direct d’un module hyperbolique. C’est donc l’image
d’un projecteur auto-adjoint p, soit p2 = p et p∗ = p dans un H(An).
Enfin, sans restreindre la ge´ne´ralite´ (puisque nous stabilisons), nous pouvons sup-
poser que A est la suspension SR d’un anneau R et que I = SJ ou` J est un ide´al de
R tel que J2 = 0. La de´monstration de l’injectivite´ se re´sume alors a` la solution du
proble`me suivant : nous conside´rons deux projecteurs auto-adjoints p0 et p1 dans
un module hyperbolique sur A = SR tels que leurs images mod I, soient p0 et p1
sont conjugue´es. Puisque εKQ1(SR) ∼= εKQ0(R) en ge´ne´ral et que le morphisme
εKQ0(R)→ εKQ0(R/J) est surjectif comme nous l’avons vu pre´ce´demment, nous
pouvons supposer sans restreindre la ge´ne´ralite´6 que p0 = p1 ou encore p1 = p0+σ,
ou` σ appartient a` I. De l’identite´ (p1)
2 = p1 et de l’e´galite´ I
2 = 0, nous de´duisons
les relations suivantes :
σ = p0σ + σp0
σp0σ = 0
σ2 = σ2p0 = p0σ
2
Conside´rons maintenant l’endomorphisme α = 1 − p0 − p1 + 2p0p1. Puisque
α ≡ 1 mod I, c’est un isomorphisme. Par ailleurs, il ve´rifie la relation αp1 = p0α.
Nous allons maintenant montrer que αα∗ = 1. Pour cela, on remarque que α s’e´crit
aussi
α = 1− σ + 2p0σ
6La surjectivite´ de l’homomorphisme εKQmin1 (Λ) → εKQ
min
1 (Λ/I) implique la surjectivite´
de l’homomorphisme εOmin(Λ)→ εOmin(Λ/I).
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et, graˆce aux identite´s pre´ce´dentes, un calcul direct montre bien que
αα∗ = (1 − σ + 2p0σ)(1 − σ + 2σp0) = 1
Les projecteurs p0 et p1 sont ainsi conjugue´s par un automorphisme unitaire et
de´terminent par conse´quent la meˆme classe de forme hermitienne paire7.
6.9. The´ore`me (invariance homotopique). Soit A un anneau unitaire tel
que 1 soit scinde´ dans A. Il existe donc un e´le´ment λ dans le centre de A tel
que λ + λ = 1. L’extension polynomiale A → A[t] (avec t = t) induit alors un
isomorphisme
εWn(A) ∼= εWn(A[t])
De´monstration. Il suffit de de´montrer le the´ore`me pour n = 0. Celui-ci est de´ja`
connu pour 2 inversible dans A (voir [O] pour une preuve simple). Cependant, il
existe des anneaux ou` 2 n’est pas inversible et ou` 1 est scinde´, par exemple le corps
fini F4 muni de l’involution non triviale. Pour traiter ce cas plus ge´ne´ral, nous de-
vons re´e´xaminer la preuve classique. En fait, le seul point qui me´rite une pre´cision
dans cette preuve est le lemme suivant.
6.10. Lemme. Soit A un anneau avec λ dans le centre de A tel que 1 = λ+λ.
Soit E un A-module muni d’une forme ε-hermitienne et soit α = 1+ νt un e´le´ment
de GL(E ⊗ Z[t]) avec ν nilpotent et auto-adjoint. Alors α peut eˆtre e´crit sous la
forme γ(t)∗γ(t), ou` γ(t) est un polynoˆme en t dans l’anneau engendre´ par λ et ν.
De´monstration. Nous allons construire par re´currence sur n un polynoˆme de degre´
au plus n dans l’anneau engendre´ par ν et λ, soit γn(t) = 1+a1t+a2t
2+ · · ·+ant
n,
tel que γn(t)
∗γn(t) ≡ 1+νt mod (νt)
n+1. Pour n = 1, nous posons γ1(t) = 1+λνt.
Si γn est construit, nous avons γn(t)
∗γn(t) = 1+νt+bn+1(νt)
n+1 mod (νt)n+2 avec
bn+1 = bn+1. Nous posons alors γn+1(t) = (1 − λbn+1(νt)
n+1)γn(t) pour obtenir
l’identite´ requise
γn+1(t)
∗γn+1(t) ≡ 1 + νt mod (νt)
n+2
6.11. Exemple. Si A est un corps fini de caracte´ristique 2, il est facile de
montrer que les groupes de Witt stabilise´s Wn(A) sont tous isomorphes a` Z/2. Ils
co¨ıncident en fait avec les groupes W e´ln (A) en tout degre´.
6.12. Remarque. Ces groupes de Witt stabilise´s ont e´te´ ge´ne´ralise´s aux sche´mas
par M. Schlichting [S]. Dans cette ge´ne´ralite´, on doit cependant supposer 2 inver-
sible.
7. Les lemmes de Clauwens
7.1. Lemme. La forme hermitienne associe´e a` la forme quadratique κ de´finie
en 4.3 est non de´ge´ne´re´e.
7D’apre`s 2.10, il revient au meˆme de conside´rer des formes hermitienne paires ou des formes
quadratiques dans les groupes stabilise´s.
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De´monstration. Nous suivons les simplications de notation indique´es en 4.3 en rem-
plac¸ant notamment δ par φ tel que φ+ φ∗ = 1. Nous pouvons donc e´crire
κ =
∑
θn⊗φ
n
qu’il est plus suggestif de noter θ(φ). Nous avons alors
κ+ κ∗ =
∑
θn⊗φ
n +
∑
(θn)
∗⊗(φ)∗n =
∑
θn⊗φ
n +
∑
(θn)
∗⊗(1− φ)n
Par ailleurs, on sait que le polynoˆme en s de´fini par
∑
θn⊗s
n+
∑
(θn)
∗⊗(1−s)n est
inversible (c’est la forme hermitienne H associe´e a` θ). Il en re´sulte e´videmment que
κ+ κ∗ est inversible. On peut aussi l’e´crire H(φ) avec un abus d’e´criture e´vident.
7.2. Lemme. Si on change θ =
∑
θns
n en θ+Z−Z∗, les formes quadratiques
associe´s κ et κ′ sont e´quivalentes.
De´monstration. La forme quadratique θ =
∑
θns
n est modifie´e en∑
θns
n +
∑
σns
n −
∑
(σn)
∗(1− s)n
Par conse´quent κ est modifie´e en κ+ σ(φ) − (σ(φ))∗ (remplacer s par φ ).
7.3. Lemme. Modulo l’image de KQ(A) dans KQe´l0(A[s]) (et meˆme d’une
forme hyperbolique sur A), tout e´le´ment de ce dernier groupe peut eˆtre repre´sente´
par une forme line´aire en s.
De´monstration. Soit θ =
∑N
0
θns
n une forme quadratique de degre´ N . L’iden-
tite´ suivante et un raisonnement par re´currence sur N montre qu’on peut re´duire
le degre´ de θ a` 0 ou 1
 1 −s (θN )∗(1 − s)N−10 1 0
0 0 1



 θ 0 00 0 1
0 0 0



 1 0 0−1 + s 1 0
θNs
N−1 0 1

 =

 θ − θNsN 0 −sθNsN−1 1 0
0 0 1


Si θ s’e´crit θ0 + θ1s, on peut aussi e´liminer le terme constant en e´crivant que θ
est e´quivalente a`
θ0 + θ1s− θ0(1− s) + (θ0)
∗s = (θ1 + θ0 + (θ0)
∗)s
ce qui de´montre le lemme.
Le lemme pre´ce´dent nous montre qu’il suffit de ve´rifier la validite´ du produit de
Clauwens de´fini en 4.3 (meˆmes notations), dans le cas ou` θ est une forme line´aire
en s, soit σs avec σ presque syme´trique, i.e. σ∗ = σ(1 + N), avec N nilpotent. Il
nous faut montrer ensuite que le cup-produit de Clauwens ne de´pend que de la
forme quadratique associe´e a` δ (ou l’endomorphisme φ graˆce a` l’identification de
F a` son dual). Rappelons qu’on a aussi identifie´ E a` son dual par l’isomorphisme
θ0 +
∑∞
n=0
tθn.
Si on pose G = E⊗F , la transpose´e tf d’une application f de G dans son dual
s’identifie e´galement a` son application adjointe f∗ (cf. les remarques faites en 4.3).
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7.4. Lemme. Soit φ et ζ deux endomorphismes de F tels que φ + φ∗ = 1.
Pour tout entier p ≥ 0, il existe alors un isomorphisme fp de G sur son dual tel
que
(fp)
∗(σ⊗φ)fp = σ⊗(φ+ ζ − ζ
∗) + Zp − (Zp)
∗ mod (σNp+1⊗1)
ou` N = σ−1σ∗ − 1 est nilpotent et ou` l’expression mod (σNp+1⊗1) signifie une
somme de morphismes du type σNp+1⊗κp+1 + σN
p+2⊗κp+2 + . . . (qui est finie
puisque N est nilpotent).
De´monstration. Puisque σ∗ = σ + σN , on a σ∗Nk⊗1 = σNk⊗1 mod (σNk+1⊗1).
On a de meˆme N∗kσN r = σN r+k mod σN r+k+1⊗1. Nous allons maintenant
construire fp et Zp par re´currence sur p. Pour p = 0, on pose f0 = 1 et Z0 = −σ⊗ζ.
Pour de´finir fp+1 a` partir de fp , on e´crit
(fp)
∗(σ⊗φ)fp− [σ⊗(φ+ ζ − ζ
∗)+Zp− (Zp)
∗] = −σNp+1⊗κp+1 mod (σN
p+1⊗1)
On pose alors U = Np+1⊗κp+1 et fp+1 = fp + U et Zp+1 = Zp + U
∗(σ⊗φ)
En travaillant mod (σNp+2⊗1), on obtient les identite´s suivantes
(fp+1)
∗(σ⊗φ)fp+1 − [σ⊗(φ+ ζ − ζ
∗) + Zp+1 − (Zp+1)
∗]
= (fp+1)
∗(σ⊗φ)fp+1− (fp)
∗(σ⊗φ)fp− (Zp+1−Zp)+((Zp+1)
∗− (Zp)
∗)−σNp+1⊗κ
= U∗(σ⊗φ)+(σ⊗φ)U −U∗(σ⊗φ))+(σ∗⊗φ∗)U −σNp+1⊗κ = σNp+1(φ+φ∗−1)κ
= 0 mod σNp+2⊗1
Ceci ache`ve la de´monstration du lemme.
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